Programacion lineal

La programacion lineal hace referencia al uso eficiente o distribucién de recursos

limitados, para alcanzar unos objetivos determinados.

El nombre de programacion no se refiere a la creacién de programas de ordenador

sino al hecho de realizar planes o propuestas, es decir, al hecho de planificar.

Un ejemplo tipico es el de un fabricante que desea saber como gestionar sus recur-
sos limitados (materiales, mano de obra, etc.) para alcanzar el objetivo de obtener
maxima ganancia o minimo coste. Otro ejemplo es como mezclar los ingredientes

de un fertilizante para satisfacer las especificaciones agricolas a coste minimo.

Los problemas de programacion lineal se caracterizan por tener un gran ntmero
de soluciones que satisfacen las condiciones basicas del problema. Lo que se pretende
es encontrar la solucién éptima, que es aquella que satisface tanto las condiciones

del problema como el objetivo dado.

En general, los problemas de esta naturaleza se llaman problemas de progra-
macién matematica y, en particular, aquellos donde la funcién a optimizar y las
condiciones basicas se expresan como inecuaciones lineales se llaman problemas de

programacion lineal.

La programacién lineal es una técnica matematica de optimizacién, es decir,

un método que trata de optimizar (maximizar o minimizar) una funcién lineal (el
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objetivo) de varias variables, denominada funcién objetivo, de tal forma que las
variables de dicha funcién estén sujetas a una serie de restricciones (condiciones

bésicas del problema) expresadas mediante inecuaciones lineales.

Asi, en el ejemplo del fabricante, la funcién a optimizar, es decir, la funcién
objetivo es la funciéon ganancia o la funcién de coste. Las restricciones o condiciones
bésicas a las que esta sujeta la funcién objetivo son las limitaciones de los recursos

disponibles como materiales, mano de obra, etc.

La programacién lineal resuelve un gran nimero de problemas reales en las si-
guientes areas: militar, industrial, agricola, de transporte, de la economia, de sis-

temas de salud, e incluso en las ciencias sociales y de la conducta.

1. Conceptos preliminares

1.1. Inecuaciones lineales con dos variables

Una inecuacion linea con dos variables x e y, es una expresion de la forma ax+by < c.
Donde el simbolo < puede ser también >, < o >; a, b y ¢ son niimeros reales y x e

y las incognitas.

Las soluciones serdn los pares de numeros (z,y) que hagan cierta la desigual-
dad. Para resolver inecuaciones hay que tener en cuenta las siguientes propiedades
fundamentales de las desigualdades.

Propiedades

1. Sia>0byb>c, entonces a > c.

2. Sia > b, entonces a+c>b+c.
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3. Sia>by ces positivo, entonces ac > be.

4. Sia > by ces negativo, entonces ac < be.

Para resolver estas inecuaciones, hay que representar graficamente en el plano la
recta dada por la correspondiente ecuacion lineal y elegir, de las dos regiones en que

dicha recta divide al plano, aquella cuyos puntos (z,y) satisfacen la desigualdad.

Ejemplo 1:

Determinar la region del plano cuyos puntos satisfacen la inecuacién 3z + 2y > 12.

Figura 1:

La recta 3x+2y = 12, representada por 1 en la figura 1, divide el plano en dos
regiones, la regién 2 (no incluye la recta): los puntos (z,y) tales que 3z + 2y > 12,
es decir, los puntos solucién de la inecuacién, y la region 3 (no incluye la recta): los

puntos (z,y) tales que 3z + 2y < 12.
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1.2. Sistemas de inecuaciones lineales con dos variables

Un sistemas de inecuaciones lineales con dos variables es un conjunto con dos o
mas inecuaciones, del tipo que se han expuesto en el apartado anterior, que deben

satisfacerse simultaneamente.

Para resolver el sistema se resuelve gréficamente cada inecuacién (como en el
apartado anterior), representando todas las soluciones en un mismo gréfico y la

solucion del sistema sera la parte comin a todas las soluciones.

Ejemplo 2:

Resolver el sistema de inecuaciones siguiente:

18
16

2z + 3y
4o +y

<
<

En la figura 2 se muestra, en cada gréfica, la regién solucién (zona rayada) de
cada inecuacion. Al incluir los signos de igualdad en las desigualdades, también se
incluyen en las dos soluciones los puntos de las rectas. Por tanto, si representamos
las dos soluciones en una mismo grafico, se tiene que la parte comun a ambas regiones

es la regién sulucion del sistema de inecuaciones (véase figura 3).

2. Programacion lineal bidimensional

La programacion lineal bidimensional trata de optimizar, es decir, de maximizar o
minimizar una funcién lineal con dos variables sujeta a unas restricciones que estan

dadas por inecuaciones lineales.
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Figura 2:
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Ejemplo 3:

Dada la region definida por el siguiente sistema de inecuaciones:

r+y < 7
2 +y < 10
T > 0
(Y > 0

maximizar en dicha regién el valor de la funcién f(z,y) = 30z + 20y.
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Funcion objetivo

La funcién objetivo en un problema de programacion lineal es la funcion lineal que
se desea optimizar. En un problema de programacion lineal bidimiensional es de la

forma: f(z,y) = ax + by.

En el ejemplo 3, la funcién objetivo es f(z,y) = 30z + 20y.

Region factible

La regién factible de una funcién objetivo es un poligono convexo acotado o no
acotado en el que toma valores la funcién objetivo; es decir, son todos los puntos

del plano que verifican todas las restricciones del enunciado del problema.

En la figura 4 se muestra la regién factible del ejemplo 3, es decir, la solucién

del correspondiente sistema de inecuaciones.

Figura 4:
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Nota:

Es importante senalar que en la mayoria de los problemas de programacién lineal
se consideran soluciones no negativas, por lo que en estos casos se anaden a las

condiciones del problema, las condiciones x > 0 e y > 0.

Todos los puntos de la regién factible cumplen el sistema de desigualdades. Se
trata de buscar, entre todos esos puntos, aquel o aquellos que hagan el valor de la

funcién objetivo maximo o minimo, segin sea el problema.

Los puntos de la region factible se denominan soluciones factibles. De todas
esas soluciones factibles, aquellas que hacen éptima (maxima o minima) la funcién

objetivo se llaman soluciones 6ptimas.

En general, un problema de programacién lineal puede tener una, infinitas o

ninguna solucion.

Teorema:

Si hay una unica soluciéon éptima, ésta se encuentra en un vértice de la regiom
factible, y si hay infinitas soluciones éptimas, se encontraran en un lado de la region

factible.

Resolucién de un problema de programacién lineal

Primer caso: una unica solucion

Consiste en susituir cada uno de los vértices de la regién factible en la funcion
objetivo. La solucién éptima vendra dada por aquel que tome el mayor (o menor)

valor.
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En el ejemplo 3: calculamos el valor de la funcién objetivo, f(z,y) = 30z + 20y,

para cada uno de los vértices de la region factible:
f(0,0)=30-0+20-0=0
f(5,0)=30-5+20-0=150
f(3,4) =30-3420-4 =170 Maximo
f(0,7)=30-04+20-7 =140

La solucion optima es (z,y) = (3,4).

Segundo caso: infinitas soluciones

Cuando la solucion 6ptima se alcanza en dos vértices de la region factible, entonces

todos los puntos del lado que une ambos vértices son soluciones éptimas.

Ejemplo 4:

Dada la region definida por el siguiente sistema de inecuaciones:

r+y < 8
r+2y < 10
T > 0
Y > 0

maximizar en dicha regién el valor de la funcién f(z,y) = 30x + 60y

Calculamos el valor de la funcién objetivo, f(x,y) = 30x + 60y, para cada uno

de los vértices de la regién factible (véase figura 5):
£(0,0)=30-0+60-0=0
£(8,0) =30-8+60-0 =240

£(6,2) =30-6+ 60 - 2 = 300 Méximo
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Figura 5:
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£(0,5) =30-0+ 60 -5 = 300 Méximo

La solucién 6ptima se alcanza en los vértices B(6,2) y C(0,5), por lo que también
se alcanza en todos los puntos del lado que une ambos vértices, es decir, tiene

infinitas soluciones.

Tercer caso: sin solucién

Un problema de programacién lineal puede que no tenga solucion, debido a dos

razones:

a) Porque la regién factible sea vacia.

b) Porque la regién factible no esté acotada y no se alcance nunca en ella la

solucién éptima.
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Ejemplo 5:

Dada la region definida por el siguiente sistema de inecuaciones:

x+y > 7
2v+3y < 12
x > 0
y > 0

minimizar en dicha regién el valor de la funcién f(z,y) = 17z + 35y

Figura 6:

Se puede observa que no hay ningin punto en el plano que verifique las res-

tricciones del problema (véase figura 6).

Ejemplo 6:

Dada la region definida por el siguiente sistema de inecuaciones:

T
T+ 2y
x
Y

IV IV IV IA
oo o<

maximizar en dicha regién el valor de la funcién f(z,y) = 10x + 20y
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Figura 7:
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Se puede observa que la region factible no esta acotada y, por tanto, nunca se

alcanza, en ningun punto de ella, el valor maximo.

Nota:

Si se trata de minimizar una funcién objetivo en una regién no acotada, si puede

tener solucion.

En este ejemplo, si lo que tratamos es de minimizar la funcién objetivo, calcu-
lamos el valor de la funcién f(x,y) = 10z 4 20y para cada uno de los vértices de la

regién factible (véase figura 7):
£(2,2) =10-2+20-2 =60
£(0,3) =10-0+20-3 =60

La solucién optima se alcanza en los dos vértices, por lo que también se alcanza en

todos los puntos del lado que une ambos vértices, es decir, tiene infinitas soluciones.
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3. Método del Simplex

Cuando hay maéas de dos variables, el procedimiento no es tan sencillo y se resuelve

por el llamado método del Simplex (ideado por G.B. Danzig en 1947).

Mis recientemente (1984) Narenda Karmarkar ha encontrado un algoritmo (al-
goritmo de Karmarkar) que es mas rapido que el método del Simplex en ciertos

Casos.
El método del Simplex se aplica para maximizar la funcién objetivo.
Consideramos el siguiente problema de programacién lineal:

Maximizar z = cyx1 + coxs + . .. + ¢, sujeto a las inecuaciones:

111 + a19T9 + ...+ a1pTy, S bl
a9 X1 + a9oo + ... + o, < by
m1T1 + Am2T2 + ...+ AmnTn S bm
T1,T9, -, Ty > 0

La idea, desde un punto de vista geométrico, es eligir como solucion inicial ¥y = x9 =

.=z, = 0y, por tanto, z = 0. Comprobar, mediante la prueba de optimalidad
que veremos mas adelante, si esta solucién es éptima . Si es la solucion éptima se
ha terminado. Si esta soluciéon no es 6ptima, se prueba en un vértice adyacente.
Para elegir éste, hay que determinar la direccién, a partir del punto (0,0,...,0), en
la que hay que moverse. Esta direcciéon sera en la de la variable que hace crecer
mas rapidamente el valor de la funcién objetivo z, teniendo en cuenta que no puede
salirse de la region factible. Se comprueba si esta nueva solucion es éptima, si lo es
se ha terminado, si no lo es se procede, a partir de esta nueva solucion, como se ha

indicado anteriormente y asi sucesivamente hasta encontrar la soluciéon 6ptima.

El método del Simplex es un algoritmo iterativo, es decir, un procedimiento que

repite una serie de pasos fijos.
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Para describir el algoritmo del simplex utilizaremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 7:

Maximizar z = 3z + 2y sujeto a las inecuaciones:

r+y
3T +y
T

Y

IV IV A IA
O O I w»

Utilizamos este ejemplo para describir el método del Simplex por ser un problema
sencillo, aunque este problema se podria resolver como se ha indicado en la seccion

2, ya que solo tiene dos variables.

Paso inicial. En primer lugar, se transforman las restricciones en igualdades,
para lo que se deben incorporar las llamadas variables de holgura. En términos
matematicos, las variables de holgura expresan la diferencia entre el lado izquierdo

y el lado derecho de las restricciones.

En el ejemplo 7 se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

r + y + u = 5
3r + vy + v = 7
—3r — 2y + z =0

Este sistema de ecuaciones se ha obtenido a partir del problema inicial. Las dos
primeras ecuaciones resultan de las dos inecuaciones con la adicién de dos variables
de holgura, v y v. La tltima ecuacién es la funcién que se ha de maximizar escrita

en un solo miembro de la igualdad.

Si en el problema hay inecuaciones de la forma ax 4 by > ¢, multiplicandola por
—1, se transforma en —ax — by < —c, y se anaden las variables de holgura como se

ha indicado anteriormente.
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Se seleccionan las variables del problema como variables no basicas y las de

holgura y z como variables basicas.

Para realizar los cdlculos necesarios es conveniente utilizar la forma tabular:

Tabla 1:
Variables | Coeficiente de: Términos
bésicas | * y w v 2z | independientes
1 1 1 0 0 5
v 3 1.0 10 7
3 -2 0 0 1 0

La primera columna corresponde a las variables basicas, a continuacion se pone la
matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones anterior y, por ultimo, la columna
de los correspondientes términos independientes, es decir, la matriz ampliada del

sistema de ecuaciones lineales anterior.

La solucién se obtiene igualando a cero las variables no bésicas, y los valores de
las variables bésicas se obtienen como solucién del sistema de ecuaciones correspon-

diente.
En el ejemplo 7, la solucion inicial es x =0, y =0, u =5, v =Ty z = 0.

Prueba de optimalidad: la solucion anterior es 6ptima si y solo si todos los

coeficientes en el ultimo renglén son no negativos.

En el ejemplo 7, hay elementos negativos en el ultimo renglén, por lo que la
solucién inicial t =0,y =0, u = 5, v = 7y z = 0 no es 6ptima y se necesita realizar

al menos una iteracion.
Iteracién:

Paso 1. Determinacién de la direccién de movimiento: Se elige, entre
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las variables no bésicas, la variable que aumenta mas rapidamente el valor de z. A

esta variable se le denomina variable basica entrante.

En la tabla 1, se selecciona la variable con el coeficiente negativo que tiene el

mayor valor absoluto en la iltima fila. A esta columna se le llama columna pivote.

En el ejemplo 7, la columna pivote es la primera columna, pues —3 es el valor
negativo con mayor valor absoluto en la iltima fila. Es decir, la variable entrante

es T.

Paso 2. Determinaciéon de donde detenerse: Se determina la variable

bésica que sale con la prueba del cociente minimo:

- Elegir los coeficientes de la columna pivote que son estrictamente positivos.

- Dividir cada término de la ultima columna por el término de la columna pivote

en la misma fila.

- La variable basica correspondiente a la fila con menor cociente positivo es la
variable basica que sale, y se debe sustituir por la variable basica entrante.

A esta fila se le denomima fila pivote.

La intersecicion entre la columna pivote y la fila pivote da lugar al elemento de

la matriz, llamado niimero pivote

Paso 3. Solucién: Para despejar la solucion se debe convertir el nimero
pivote en 1 e introducir ceros en el resto de la columna pivote mediante el método
de Gauss. La solucién se obtiene igualando a cero las variables no basicas, y los
valores de las variables basicas se obtienen como solucion del sistema de ecuaciones

correspondiente.

Por ultimo, se debe verificar si la nueva solucion es 6ptima mediante la prueba

de optimalidad, es decir, se comprueba si todos los coeficientes en la tltima fila son
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no negativos. Si es asi, se ha terminado. Si hay ain algin coeficiente negativo en
la tdltima fila se realizan las iteraciones necesarias hasta que se obtengan todos los

coeficientes en la dltima fila no negativos
En el ejemplo T7:
Iteracién 1:

Ya habiamos realizado el Paso 1: la variable entrante es la variable xz o la

columna pivote es la primera.

Paso 2. En la tabla 1 se divide cada término de la tultima columna por el
término correspondiente de la columna pivote. Los cocientes positivos son 5/1 y
7/3 y el menor de ellos, 7/3, corresponde a la segunda fila, por lo que ésta es la fila
pivote y la variable basica que sale es la variable v, por lo que se debe sustituir v
por x. El ntimero pivote se obtiene mediante la interseccién de la columna pivote y
la fila pivote, por lo que este niimero es el elemento de la matriz correspondiente a

la primera columna y la segunda fila, es decir, el nimero 3.

Paso 3. El namero pivote es el que hay que hacer 1, para lo que dividimos por

3 toda la segunda fila de la tabla 1 (véase tabla 2).

Tabla 2:

Variables Coeficiente de: Términos

bésicas | x y w v z | independientes

U 1 1 1 0 O 5
1 1/3 0 1/3 0 7/3
z 3 -2 0 0 1 0

Para hacer ceros en el resto de la columna pivote sustituimos, en la tabla 2, la

primera fila por: (—1)f2 + f1 y la tercera fila por: 3f2 + f3 (véase tabla 3).

La solucion se obtiene igualando a cero las variables no basicas, y los valores
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Tabla 3:
Variables Coeficiente de: Términos
basicas |z y w v  z | independientes
U 0 2/3 1 -1/3 0 8/3
1 1/3 0 1/3 0 7/3
z 0 -1 0 1 1 7

de las variables basicas se obtienen como solucion del correspondiente sistema de

ecuaciones. Es decir, t =7/3,y=0,u=8/3, v=0y 2 =T.

Prueba de optimalidad: Puesto que la tltima fila de la tabla 3 tiene ain
un elemento negativo, la solucién no es éptima y se necesita realizar al menos otra

iteracion.
Iteracién 2:

Paso 1. La columna pivote en la tabla 3 es la segunda columna, pues —1 es el

unico valor negativo de la ultima fila. Por tanto, la variable entrante es la variable

Y.

Paso 2. En la tabla 3 se divide cada término de la ultima columna por el

término correspondiente de la columna pivote. Los cocientes positivos son g?g =4
7/3

y 73 = 7 y el menor de ellos, 4, corresponde a la primera fila, por lo que ésta es
la fila pivote y la variable basica que sale es la variable u, que se debe sustituir por
y. El niimero pivote se obtiene mediante la interseccion de la columna pivote y la
fila pivote, por lo que este niimero es el elemento de la matriz correspondiente a la

segunda columna y la primera fila, es decir, el nimero 2/3.

Paso 3: Para hacer 1 el nimero pivote se multiplica, en la tabla 3, la primera

fila por 3/2 (véase tabla 4).
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Tabla 4:
Variables Coeficiente de: Términos
béasicas | x gy U vz | independientes
Y o 1 3/2 -1/2 0 4
1 1/3 0 1/3 0 7/3
z 0 -1 0 1 1 7

Para hacer ceros en el resto de la columna pivote sustituimos, en la tabla 4, la

segunda fila por: (—1/3)f1+ f2 y la tercera fila por: f1+ f3 (véase tabla 5).

Tabla 5:
Variables Coeficiente de: Términos
béasicas | y u vz | independientes
Y 0 1 3/2 -1/2 0 4
T 1 0 -1/2 1/2 0 1
z 0 0 3/2 1/2 1 11

La solucion se obtiene igualando a cero las variables no basicas, y los valores
de las variables basicas se obtienen como solucion del correspondiente sistema de

ecuaciones. Es decir, xr =1,y =4, u=0,v=0y z = 11.

Prueba de optimalidad: Como se puede observar, la tabla 5 ya no tiene
nimeros negativos en la ultima fila, por lo que el proceso ha terminado necesitandose
dos iteraciones. La solucién optima se alcanza en el punto (1,4) y el valor maximo

de la funcion es z = 11.
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4. Problema dual

Consideremos ahora el siguiente problema de programacién lineal:

Minimizar z = ¢1x; + ¢ + ... 4+ ¢, SUjeto a las restricciones:

a1121 + a12T2 + ... + a1p,Ty Z bl

211 + Q929 + ...+ QopTy 2 b2
: Do (1)

Am1T1 + Am2T2 + ...+ AmnTn Z bm

T1,To, ..., Ty > 0

Asociado a cada problema de programacion lineal existe otro problema de pro-
gramacion lineal denominado problema dual. El problema dual proporciona una
importante informacién sobre la solucién del problema original, al que también se

le denomina problema primal.

Dado el problema de programacién lineal (1), se tiene que su problema dual

asociado es

Maximizar s = byy1 + bays + . .. + by sujeto a las restricciones:

anyr +any2 + ...+ GmilYm <G

a1pyr + a2y + ...+ GmalYm < C2
: P (2)

a1pY1 + a2pY2 + oo Gy S Cp

Y1,92, -5 Yn > 0

Como se puede observar en los problemas primal (1) y dual (2):

- Los coeficientes de la funcién objetivo del problema dual son los términos

independientes de las restricciones del problema primal.

- Los términos independientes de las restricciones del problema dual son los

coeficientes de la funcion objetivo del problema primal.



20 Programacion lineal

- La matriz de coeficientes de las restricciones del problema dual es la traspuesta

de la matriz de coeficientes de las restricciones del problema primal.

La solucion del problema dual nos proporciona de forma automatica la solucién
del problema primal. Para resorver el problema dual utilizaremos el método del
Simplex como vimos en la secciéon 3. El valor de la funcién objetivo de ambos pro-
blemas es el mismo, es decir, el valor z pedido, del problema primal a minimizar, sera
el valor s que obtengamos, mediante el algoritmo del simplex, en el problema dual a
maximizar. Los valores de x1,xo,...,x, del problema primal los encontraremos en
los lugares correspondientes a las variables de holgura en la ultima fila de la tabla

optima del problema dual.

Para describir el procedimiento utilizaremos también un ejemplo sencillo con dos

variables.

Ejemplo 8:

Minimizar z = 4 + 3y sujeto a las restricciones :

r+2y > 6
dr+2y > 10
r > 0
y =2 0

Su problema dual asociado es

Maximizar s = 62’ + 10y’ sujeto a las inecuaciones:

x/ ‘l’ 3y/
22" + 2y
.,LJ

/

Y

IV IV IAIA
o O w ok

El valor z del problema primal a minimizar serd el valor s que obtengamos,

mediante el algoritmo del simplex, en el problema dual a maximizar. Los valores de
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x e y del problema primal los encontraremos en los lugares correspondientes a las

variables de holgura en la tltima fila de la tabla éptima del problema dual.

Paso inicial. En primer lugar, se transforman las restricciones en igualdades

incorporando las variables de holgura:

4+ 3y + o = 4
22"+ 2y + = 3
—6x’ — 10y + s =0
Forma tabular:
Tabla 6:
Variables Coeficiente de: Términos

béasicas | 2’ Yy u' v s | independientes

u 1 3 1 0 0 4
v’ 2 2 0 1 0 3
-6 -10 0 0 1 0

Prueba de optimalidad: La solucion no es 6ptima puesto que hay elementos

negativos en la ultima fila, por lo que es necesario realizar al menos una iteracién.
Iteracion 1:

Paso 1. En la tabla 6, se selecciona la variable con el coeficiente negativo que
tiene el mayor valor absoluto en la tultima fila. La columna pivote es la segunda
columna, pues —10 es el valor negativo con mayor valor absoluto en de la ltima

fila. Es decir, la variable entrante es y'.

Paso 2. En la tabla 6 se divide cada término de la tltima columna por el término
correspondiente de la columna pivote. Los cocientes positivos son 4/3 y 3/2 y el
menor de ellos, 4/3, corresponde a la primera fila, por lo que ésta es la fila pivote y

la variable bésica que sale es la variable v/, que se debe sustituir por ¢’. El niimero
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pivote se obtiene mediante la interseccién de la columna pivote y la fila pivote, por
lo que este niimero es el elemento de la matriz correspondiente a la segunda columna

y la primera fila, es decir, el nimero 3.

Paso 3. Para hacer 1 el nimero pivote se divide, en la tabla 6, la primera fila

por 3 (véase tabla 7).

Tabla 7:
Variables Coeficiente de: Términos
basicas | ' 3y« v s | independientes
Y /3 1 1/3 0 0 4/3
v’ 2 2 0 1 0 3
-6 -10 0 0 1 0

Para hacer ceros en el resto de la columna pivote sustituimos, en la tabla 7, la

segunda fila por: (—2)f1 + f2 y la tercera fila por: 10f1 + f3 (véase tabla 8).

Tabla 8:
Variables Coeficiente de: Términos
béasicas ¥ Yy W v s |independientes
Y /3 1 1/3 0 0 4/3
v 4/3 0 -2/3 1 0 1/3
-8/3 0 10/3 0 1 40/3

Prueba de optimalidad: Puesto que la tultima fila de la tabla 8 tiene atin
un elemento negativo, la solucién no es éptima y se necesita realizar al menos otra

iteracién.
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Iteracién 2:

Paso 1. La columna pivote en la tabla 8 es la primera columna, pues —8/3 es el
unico valor negativo de la tltima fila. Por tanto, la variable entrante es la variable

x'.

Paso 2. En la tabla 8 se divide cada término de la ultima columna por el

. . : . . 4/3
término correspondiente de la columna pivote. Los cocientes positivos son / =4

73
y éll;g = 1/4 y el menor de ellos, 1/4, corresponde a la segunda fila, por lo que ésta

es la fila pivote y la variable bésica que sale es la variable v/, que se debe sustituir
por z’. El ntiimero pivote es el elemento de la matriz correspondiente a la primera

columna y la segunda fila, es decir, el nimero 4/3.

Paso 3. Para hacer 1 el nimero pivote se multiplica, en la tabla 8, la segunda

fila por 3/4 (véase tabla 9).

Tabla 9:
Variables Coeficiente de: Términos
béasicas oy v’ s | independientes
Y /3 1 1/3 0 O 4/3
o 1 0 -1/2 3/4 0 1/4
S -8/3 0 10/3 0 1 40/3

Para hacer ceros en el resto de la columna pivote sustituimos, en la tabla 9, la

primera fila por: (—1/3)f2+ f1 y la tercera fila por: (8/3)f2+ f3 (véase tabla 10).

Prueba de optimalidad: Puesto que todos los elementos de la tltima fila son

no negativos el proceso ha terminado necesitandose dos iteraciones.

La solucién 6ptima del problema primal se alcanza para x = 2 e y = 2 (valores
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Tabla 10:
Variables Coeficiente de: Términos
basicas | 2" y o v s | independientes
Y 0 1 1/2 -1/4 0 5/4
x! 1 0 -1/2 3/4 0 1/4
0 0 2 2 1 14

en los lugares correspondientes a las variables de holgura en la iltima fila de la tabla
éptima del problema dual) y el valor minimo de la funcién es z = 14 (el mismo que

el valor s obtenido en el problema dual).

Ejercicios

1. Maximizar y minimizar la funcion z = 15x + 25y, sujeto a las siguientes

restricciones:
2v+6y > 12
Tr+3y > 21
z > 0
y > 0

2. Calcular el méaximo de la funcién f(z,y) = 4o+2y—3 en la regién determinada

por las siguientes restricciones:

2v+y < 6
de+y < 10
—rz+y < 3
z > 0
y > 0

3. Un distribuidor de aceite de oliva compra la materia prima a dos almazaras,

A y B. Las almazaras A y B venden el aceite a 2000 y 3000 euros por tonelada,
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respectivamente. Cada almazara le vende un minimo de dos toneladas y un maximo
de siete y para atender a su demanda, el distribuidor debe comprar en total un
minimo de 6 toneladas. El distribuidor debe comprar como maximo a la almazara
A el doble de aceite que a la almazara B. ;Qué cantidad de aceite debe comprar el
distribuidor a cada una de las almazaras para obtener el minimo coste? Determina

dicho coste minimo.

4. Una explotacién ganadera desea liquidar 200 cochinillos y 100 cabritos. Para
ello lanza dos ofertas A y B: la oferta A consiste en un lote de un cochinillo y un
cabrito que se vende a 300 euros; la oferta B consiste en un lote de tres cochinillos
y un cabrito que se vende a 500 euros. No se desea ofrecer menos de 20 lotes de la
oferta A ni menos de 10 de la oferta B. ;Cuantos lotes debe vender de cada tipo

para maximizar la ganancia?

5. En una fabrica se elaboran 4 productos P1, P2, P3, P4. El espacio (m?)
en el almacén y la mano de obra (ntimero de trabajadores) disponibles limitan la
produccién. En la tabla siguiente se dan los datos del proceso de produccion, asi

como los costes de fabricacién y los precios de venta (en euros).

Producto P1 P2 P3 P4 | Disponibilidad
Area (m?/unidad) 10 30 80 40 900
Trabajadores/unidad 2 1 1 3 80
Costes/unidad 20 30 45 58
Precio de venta/unidad | 30 50 85 90

,,Cudl sera el plan de produccién para obtener el beneficio maximo?

6. Minimizar, por el método del simplex, la funcién z = 2000z, 4+ 1000z2, sujeto
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a las siguientes restricciones:

3.171 + i)
2[E1 + 21‘2
T

T2

vV IV IV IV

40
60



